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ABSTRACT

Methods of data representation and their application in Biology

Several multivariate methods of data representation widely used in
Biology are presented and compared. Their utilization in the analysis of
biological data is discussed and several examples of application are given.

INTRODUCCIO

En aquest treball es comenten les técniques per a representar dades,
d’aplicaci6 més corrent a Biologia. Aquestes técniques multivariades
formen un important capitol de l'anomenada «Geometria de I'Estadis-
tican, el qual té per finalitat analitzar i interpretar el material estadistic
mitjangant representacions grafiques.

La informacié d’entrada en una analisi de dades és una matriu de
dades X

Variables
X1 XZ... Xn
Individus
1 Xn X1... Xi1n
2 | xa xe Xz x = (xu)
R Xk1 Xk2... Xkn

on xij és el valor observat de la variable X; sobre l'individu i.
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Normalment, (Xi) sén mesures biomeétriques assimilades a variables alea-
tories i els individus sén %k representants d’una espécie, k races geogra-
fiques o k& especies (etc.)). Perd de vegades la distincié entre espeécies i
variables no és prou clara. Els individus poden ésser espécies de zoo-
plancton i les «variables» els llocs geografics on han estat trobades, essent
aleshores xi I'abundancia (freqii¢ncia) de 'espécie i en la localitat j.

La informacié de sortida en una analisi de dades és una representacié
euclidia dels individus en d = 2 dimensions que descriu les analogies
i diferéncies entre ells. Les representacions en d=3 dimensions sén menys
freqiients.

En taxonomia numeérica, la informacié de sortida és una representa-
ci6 grafica anomenada dendrograma que permet establir una classificacio
jerarquica entre els individus.

DISTANCIES ESTADISTIQUES

Donada la matriu de dades X, cada individu i el podem representar
com un punt Pi de I'espai euclidia R®?, de coordenades

Py @ (xu, X2, ..., Xin)

Les distancies entre aquests punts Pi,.,Px informen sobre les esmen-
tades analogies i diferéncies entre els individus. Cal doncs introduir una.
distancia entre els individus. Hi ha moltes maneres de fer-ho. La més
corrent és definir la distancia® euclidia.

n
& (i) = & (B P = X (x—xu)

Pero aquesta distancia té alguns inconvenients: pressuposa que les
variables s6n independents i queda alterada per canvis d’escala en les
variables. Aixo no s'esdevé, en canvi, per a la distancia de Mahalanobis,

D* (i,j) = Pi—P;) ’- C1- (Pi—Py)

on C! és la inversa de la matriu C de covaridncies entre les variables.
D? té en compte les correlacions entre les variables i és independent de
I'escala de mesura (metres, centimetres, etc.) de cada variable. Quan
existeixen relacions lineals entre les variables, es pot prendre la distancia:

D* (i, j) = (Pi—P;) *-C- (Pi—Py)
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on G ¢s una g- inversa de C (la inversa de C no existeix), que té les ma-
teixes propietats i no depén de la g- inversa calculada.

Tant d com D sén distancies que provenen d'un producte intern
entre les variables.

En efecte,

n
d® (i, ) = sii + sy—2 sij essent sij = X Xih Xin
h=1

D* (ij) =P"CPi + P/-CPj— 2 PGP,

és a dir, sén distancies associades a productes interns de matrius I
(identitat) i C- respectivament, entre les variables Xi,...,Xa.

Aquestes dues distancies sén les que posen menys problemes de re-
presentaci6 en dimensié reduida. La distancia D formulada de diferents
maneres, ha estat emprada en genética. Veure PREvosTI (1974), OcaNa

(1975)-

De vegades té interes utilitzar distancies del tipus
_ n
d@ip)= X lXih—thl

=1

que no provenen d'un producte intern. Aleshores, la representaci6é eucli-
dia de les dades es fa seguint un cami diferent.

ANALISI DE COMPONENTS PRINCIPALS

Adoptem ara la distancia euclidia d. Si T és una matriu ortogonal
d’ordre n x n, la transformacié

Y=XT

déna una nova matriu de dades Y, que defineix una configuracié de
punts

Qi : (yn,...ym)
tal que d* (P, Pj) = d® (Qi, Q).
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Els & individus estan aleshores també representats pels punts Q.. La
distancia entre dos individus en relaci6 a les d primeres dimensions és

n
& (Q, Q)= X (ym—ym)

h=1

Doncs bé, I'analisi de components principals obté la matriu T que
fa que aquestes d dimensions siguin les més rellevants possibles. Es de-
mostra que si T conté els n vectors propis de la matriu de covariancies C

C=TDT D = diag (Ay....An)
ordenats de forma creixent pels valors propis de C, aleshores
n
Y d? (Qi Q)¢ = maxima
ij=1

és a dir, la dispersié, mesurada per la suma de distancies entre els punts,
és maxima en dimensié d.

La dispersié global és proporcional a (M+..+2as) = Traga (C). Si
(M+ ...+ 24) absorbeix una part important (el 75 9%, per exemple) la re-
presentacié en dimensié d ¢és adequada.

La matriu de dades Y =X T

Components
Y: Ye. Ya
Individus Sh Ve
yzl y22... Y2n

........

k yxt ke yeo

és tal que la variabilitat de les columnes decreix d’esquerra a dreta. Si
prenem d=2 agafarem les 2 primeres columnes, o sigui, les coordenades

(yw, y=), (y2, ya), o (Y1, yi2)

i farem la representacié respecte a dos eixos ortogonals (Fig. 1).
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A més a més, les noves variables
Yi=ti Xi+...+ tin Xo j=1, ..., n

anomenades components principals, verifiquen: 1) estan incorrelacionades
dues a dues, 2) tenen variancies respectivament maximes

Var (Yl)=)\l > Var (Y2)=)\2 > ... > Var (Yn):)\n

De vegades les components tenen interessants interpretacions biologi-
ques.

Aquest tipus d’analisi es pot fer també diagonalitzant la matriu de
correlacions R. Els resultats son diferents. Cal utilitzar C quan les va-
riables s6n raonablement comparables (exemple: talles biométriques
mesurades en centimetres). En cas contrari (variables de naturalesa di-
ferent) cal utilitzar R, que significa treballar amb variables sense dimen-
sié fisica.

L’analisi de components principals va ésser introduit per HOTELLING
(1933). Rao (1964) va escriure un esclaridor treball sobre la seva utilitza-
ci6 i aplicacié. S’han fet moltes aplicacions a la Biologia. Vegeu, per exem-
ple, el treball de CHARDY, GLEMAREC i LAUREC (19%76) aplicat a 'ordenacié
de comunitats bentoniques. Els autors comparen els resultats que déna
I'analisi de components amb les analisis de coordenades principals i de
correspondéncies.

Exemple: En un treball realitzat per RoMERO (1978) es pretén tipificar
diverses comunitats vegetals del massis de Collcerola (Barcelona). Es te-
nen n=14 formes biologiques, que fan el paper de variables (1=macro-
fanerofits laurifolis, 2 =macrofanerofits esclerdfils, ..., g=caméfits sucu-
lents, ..., 13=geodfits, 14=hidrofits), i k=343 inventaris d’espécies, amb
les caracteristiques generals segiients: comunitats ruderals (24,25), prats
secs (3,8,9,21,32,33), alzinars (1,2,6,12,17,19,29), matolls (15,30,31), diverses
comunitats de caducifolis, relacionats amb la preséncia de microclimas hu-
mits (14,18,5,10,26), i carritxars (a la vora d’un estany, 16,1%).

El valor xu que cada variable (forma biologica) fa correspondre a cada
individu (inventari) és €l nombre d’espécies de la forma bioldgica troba-
des a l'inventari que es feia sobre superficies de 10 x 10 m2 Per exemple,
a l'inventari 6 (efectuat en un alzinar) varem trobar 10 espécies de la
forma g, és a dir, Xe=10.

La fig. 1 és la representacié per analisi de components principals amb
dimensi6 d=2. Els 2 primers eixos expliquen el 66,8 9, de la variancia
total. Les conclusions que es treuen sén:
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CADUCIFOLIS
1855 i
v 3 3.. 28 5 g PRATS SECS
2 141 27 * 8 % o32
o7 * e33
o 16. 2] .3
13° 17° . S
*29
6 20 o4 Y1
® .30 23
22| 31
®le
ois || MATOLLS

Fic. 1. — Representacié per anilisi de components principals de 33 inventaris
d’espécies vegetals del massis de Collcerola (Barcelona)

1) La fisonomia dels inventaris ben definits queda ben reflectida;
2) Les comunitats intermédies queden ben identificades. Aquests hibrids
apareixen també en lloc intermedi de la grafica; 3) Observant els alzi-
nars, es veu que 1 i 2 tenen forta influéncia de caducifolis, mentre que
29 i 6 sén alzinars degradats, amb un estrat arburtiu cada cop més im-
portant, en detriment de I'estrat arbori.

La interpretacié dels eixos s’obté buscant les correlacions entre les
variables inicials i les components principals. La correlaci6 entre la varia-
ble Xi i la compent Y;j és

ti’ —_—
e (Xl, Yj):———«/ A
ol

essent ¢ la desviaci6 tipica de Xi. Aixi, destaca la correlacié 0,841 entre
la primera component i la forma 12 (terdfits: plantes de cicle vital no
superior a un any i que travessen l'estacié desfavorable en forma de lla-
vor). El primer eix s'interpreta com una dimensi6 que representa la ri-
quesa de la comunitat en plantes anuals. La segona component correla-
ciona amb les formes 5 i 6 (nanofanerofits planifolis i aciculifolis) i el
segon eix sembla expressar la importancia de l'estrat arbustiu.
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ANALISI DE COORDENADES PRINCIPALS

La técnica per trobar les components principals és particularment ade-
quada quan les variables sén continues.

Suposem ara que les variables Xi s6n dicotdbmiques, basades en absén-
cia (—) o en preséncia (+) de caracters qualitatius. Un individu queda
aleshores caracteritzat per les preséncies o les abséncies del n carac-
ters.

X Xe Xz ... Xa

La informacié6 1til és aleshores el nombre de caracters presents sobre
els n caracters estudiats. Per representar els & individus, amb aquests tipus
de dades, és molt util 'analisi de coordenades principals introduida per
GOWER (1966).

L’associaci6é entre els individus ¢, j, s'obté de la taula de freqiiencies

+ —_—
+ a b
j n=a+b+c+d
- C d )

quc conté el nombre de caricters comuns a, el nombre de caracters no co-
muns, d, etc. L’associacié es mesura mitjan¢ant un coeficient de similari-
tat sy que verifica, en general, les propietats

0=Ssij=1
si=0 si c+b=n (discrepancia total)

si=1 si a+b=n (concordancia total)
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La similaritat sy déna el grau de semblanga entre i, j, en relaci6 als n
caracters. Exemples de coeficients de similaritat sén

) a+d
SokAL i MICHENER:
n
. a
SOKAL i SNEATH: S —
a+z2 (b+¢)
a
JAccarbp: _—
a+b+c
. a
RusskeLL i Rao: —
: n

Un cop el bidleg ha escollit el coeficient que millor expressa la similaritat
entre els & individus, es forma la matriu d’associacions.

Definim ara la distancia® entre i, j
diy=d® (i, j)=su +suy —2su
Quan sy és una similaritat del tipus descrit, és
duy=2 (1—su)
Aquesta distancia és adequada ja que

du=o i=i, ceey k
dis=0 si sy=1 (similaritat total entre i, j)
dii=2 (maxima distincia) si sy=0 (similaritat nula).

El meétode de GOWER consisteix a trobar una matriu de dades

1 yu ys ... Yy«
ya yz2 .. yx

Individu : | ... Y=(y)

B eee N
~«
[
~
"
L3
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que defineixi una configuracié de punts en R¥, de manera que la seva dis-
tancia euclidia coincideixi amb dy

k
di = X (yin—yin)

h=1

Agafant aleshores les dues primeres coordenades, tindrem una repre-
sentaci6 dels individus en dimensié d =z2. Per obtenir aquestes coordenades
es forma la matriu T = (ty) essent

tij = Sij—S_i—-gl_ + Sij

on si és la mitjana de la i ¢sima fila de S, s; és la mitjana de la f ¢sima
columna, s és la mitjana de tots els elements de S. T verifica

rang (T) = rang (S) — 1

i per tant té almenys, un valor propi nul. Les columnes de la matriu Y
son els vectors propis de T, calculats de manera que

k
T vhi=NM A valor propi de T
h=1

és a dir, que la seva norma sigui el valor propi corresponent. Si els vec-
tors propis s’ordenen segons l'ordre decreixent dels valors propis, la
dispersié de les d primeres columnes és maxima, en el sentit de la seccié
anterior.

Exemple: CANTON i SANCHO (1976) apliquen aquesta técnica per a classi-
ficar 5% soques del génere Pseudomonas en relacié a g9 proves (glucosa,
manitol..., produccié de fluoresceina), utilitzant el coeficient de similaritat
de Jaccard.

En aquest cas, k=57, n=39. La representacié en dimensio d=g es
troba a la Fig. 2. Els autors formen % grups de soques, que identifiquen
totalment o parcialment, amb diverses espécies (aeruginosa, mendocina,
putrida, etc.).
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FIG. 2. — Representaci6 tridimensional
\\/ de 59 soques del geénere Pseudomonas
per analisi de coordenades principals

ANALISI DE CORRESPONDENCIES

Suposem, tot seguit, que les nostres dades responen a dos criteris de
classificaci6, els quals convencionalment podem anomenar de caracters i
poblacions, i que tenim una taula de contingéncia de freqiiencies

Caracters
At A: ... Au
1 fu fiz ... fu fa.
2 fr fo ... fo fo. fi. =3 fin
Poblacions h
ol fi. = Y fn
k fkl fk‘." fkﬂ fk. h
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on fi és la freqii¢ncia de la poblacié i, caracter Ai. Les diferéncies entre
dues poblacions queden reflectades per les diferéncies entre les distribu-
cions de freqiiéncia dels seus caracters. Assignem, aleshores, a les poblacions
les coordenades

fu fi2 fin
Poblacié i: ( X ey ) i=1, ..., k
fi. fi. fi.

que donen la distribucié de probabilitats dels caracters dins cada pobla-
cid i.
Per comparar dues poblacions, es defineix la distancia xi-quadrat

d n 1 fin fin \2
YA = X —
( h =1 f.n < {l fj. >

Aquesta distancia ¢s també¢ igual a

fin fin >2
1 < fi. vEn fi. VEn

i per tant, si formem la nova taula de dades X

a @ j) =
h

I =1

A1 A: An
fu fi2 fin
1 f vEi £ VEz .. fi Vil
fi1 fiz fxn
k
fi. vE1 . vVf2 f. vEa

veiem que la distancia Xi-quadrat es una distancia euclidia ordinaria en-
tre k£ punts de R", representats per la taula X.

La distancia xi-quadrat reflecteix la diferéncia de les proporcions re-
latives dels caracters a través de cada poblacié. El divisor f.n pondera la
preséncia de petites desviacions dels caracters de petita freqiiéncia, i per-
met augmentar la seva importancia.
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L’analisi factorial de correspondeéncies consisteix a aplicar una ana-
lisi de components principals a la matriu de dades X, tal com expliquem
a la seccié 3. La nova matriu de dades Y=XT defineix les coordenades
de les k poblacions. Agafant les d primeres, tindrem una representacié que
tindra maxima dispersi6 en dimensié d.

Fins aqui, aquest tipus d’anilisi no és més que aplicar una analisi de
components principals per a representar les poblacions, pero agafant la
distancia xi-quadrat en lloc de la distancia euclidia. L’interés d’aquest
meétode resideix en el fet que també podem representar els caracters amb
referéncia a les seves diferéncies de distribucié respecte a les poblacions.
En efecte, es defineix la distancia xi-quadrat entre els caracters Ai, Aj

k 1 fui fns \ 2
d® (A, A))= X —
h=1

fn. f.i £

que reflecteix la diferéncia de les proporcions relatives de les poblacions
a través de cada caracter. De manera analoga, doncs, per anilisi de com-
ponents principals trobarem una matriu de dades Z que ens donara les
coordenades dels n caracters. Agafant les d primeres, tindrem una repre-
sentacié que tindra maxima dispersié en dimensié d.

Un altre avantatge és la possibilitat de representar simultaniament
caracters i poblacions, amb referéncia a uns mateixos eixos de coordena-
des. En efecte, si les coordenades en dimensié d sén

Poblacié i : (yn, yu, ..., yid)
Caracter Ai : (Zn, Ze, ..., Zia)

es demostra la segiient relacié entre la k -¢sima coordenada de la pobla-
cio i, i les h-eésimes coordenades dels n caracters

1 fﬂ fln
yin = — Zm + ... + Zoh | 1 =1, ..., k
vV fi. fi.

on » és el valor propi nimero 2. Amb altres paraules, el punt que repre-
senta la poblacié i és un terme mitja dels punts que representen els carac-
ters, ponderat per les probabilitats de preséncia en la poblaci6 i. La pro-
ximitat, en la representaci6 .simultinia, d’'una poblacié a un determinat
grup de caracters, indica que predominen en aquesta poblacié.

La representacié simultania de caracters i poblacions havia estat es-
mentada per KEnpALL i estudiada per Coomss, BENNETT i Hays, entre els
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anys 1950 i 1960. Perd no arribaria a ésser popular fins que BENZECRI va
introduir I'analisi de correspondéncies I’any 1963.

Exemple: ALonso (1975) fa un ampli estudi de la distribucié geografica
del polimorfisme cromosomic de Drosophila subobscura utilitzant analisi
factorial de correspondéncies. Sobre la taula de freqiiéncies de 66 pobla-
cions i 8+3+%+23+11 ordenacions dels 5 cromosomes A, J, E, Ui O
respectivament, fa una analisi de correspondéncies global, i diverses ana-
lisis parcials. Utilitzarem com iHustracié una de les analisis parcials, con-
cretament la que agafa 13 poblacions i § inversions del cromosoma A.
Les dades es donen en forma de percentatge a la taula 1.

TauLa 1. — Percentatges de freqiiéncia de tres inversions
del cromosoma A per a 13 poblacions de Drosophila

subobscura
Inversions
Poblacions AST A1 A
HeLsingr . . . . . g6.0 4.0 0.0
DroBACK . . . . . n8.4 16,2 5.4
Herior . . . . . 1000 0.0 0.0
DAlkerTr @ . . . . 1000 0.0 0.0
GRONINGEN e 80.0 16.0 4.0
FONTAINEBLEAU e 88.5 i 3.8
VIENA . . . . . . 56.9 35.8 n.4
ZuRICH e 67.8 24.4 7.8
Fruska-Gora (Yuc.) . . 36.1 55.6 8.3
LAGRASSE . . . . . 72.5 17.5 10.0
MONTPELLIER . . . . 60.2 24.3 15.5
Carasco . . . . . 50.0 31.8 18.2

L’analisi s’ha de fer, naturalment, sobre les freqii¢ncies originals. El re-
sultat és la fig. 3.

Observem que Heriot i Dalkeith queden representades en un mateix
punt, donada la seva distribucié idéntica. També queda reflectida la si-
milaritat entre Drobak i Fontainebleau. La poblacié Frusca-Gora és la
que queda més al marge, degut a la influéncia de 'ordenaci6 A-1, menys
freqiient a les altres poblacions. Les proporcions de les g ordenacions
queden molt ben reflectides a la grafica; es veu que les poblacions que-
den més proximes de les ordenacions que s’hi presenten més.
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Comparacions entre les andlisis de components principals, coordenades
principals i correspondéncies.

En aquesta seccié es comenta, prenent com exemple situacions con-
cretes, quin és el meétode més adequat per a representar unes dades de-
terminades.

El punt fonamental que cal tenir ben present és que la representacié
grafica dels objectes (individus, espécies, etc.) no és més que una imatge

Y2
FRUSKA-GORA
®
VIENA ® At
HERIOT HE.LS'NK' GRONINGEN .. -
DALKEITH® oroa o 2URICH
@ A-ST
FONTAINEBLEAU  |LAGRASSE Y1
MONTPELLIER
® o
CARASCO
DA-2

Fic. 3. — Andlisi de correspondéncies sobre 13 poblacions europees de Droso-
phila subobscura, en relacié a tres inversions del cromosoma A. Les inversions hi
sén també representades; reflecteixen la incidéncia que tenen a cada poblacié

de la distancia que definim entre objectes. Distancies diferents donaran
lloc a imatges diferents.

Suposem que volem comparar diverses races humanes amb referéncia
a la distribucié dels grups sanguinis. Si les freqii¢ncies per dues races sén

(0] A B AB

Raga i 58 56 11 5
Raga j 68 64 12 6
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la distancia euclidica és 15,3, mentre que la distancia xi-quadrat
val O. Aleshores, si apliquem I'analisi de components principals, les dues
races sortiran més o menys diferenciades. Perd, en canvi, obtindrem un
mateix punt utilitzant ’analisi de correspondéncies. La diferéncia consis-
teix que en el primer cas es t¢ en compte el nombre d’individus (130 i
150), és a dir, la grandaria de la mostra influencia la discriminacié. En el
segon cas es compara la distribucié de percentatges dels grups sanguinis,
que ¢és idéntica per a cada raga. En general, quan les dades s’assimilen a
una taula de contingéncia o classificaci6 doble de dos classes de ca-
racteristiques, és més apropiat l'analisi de correspondéncies. L’exemple
donat a la seccié anterior (poblacions X ordenacions cromosdmiques)
és una correcta iHustracié d’aixo. L’analisi de components seria en can-
vi menys adequada perqueé reflectiria el nombre de mosques de les po-
blacions, que és arbitrari ja que depén en general del material expe-
rimental que aporten els diferents investigadors que han estudiat cada
poblacié.

Cal utilitzar I’analisi de components quan es volen comparar individus
o espécies amb referéncia a caracters biométrics quantitatius (llargada
de cos, extremitats, pes, etc.). També és aconsellable aquesta analisi quan
es volen comparar espécies respecte al nombre d’individus trobats en
quadrats o zones de la mateixa extensi6, obtinguts, de les mostres preses
d’'una gran extensi6. Per exemple: nombre d’individus de cada una de
k espécies de fitoplancton trobats en n quadrats en el transcurs d’una
campanya oceanografica. Si 1'abundancia de cada espécie és una dada
important, I'analisi de components seraA més adequat que el de corres-
pondéncies. La primera component reflectira, en general, la grandaria o
abundancia de les espécies. Per poder donar aquesta interpretacié cal
que la primera component correlacioni positivament amb tots els qua-
drats (que fan el paper de variables). La forma de les poblacions es re-
presenta prenent la segona i tercera components.

L’exemple de representacié d’'inventaris de la secci6é g ¢és una aplicacié
correcta d’analisi de components. Pero en aquest cas la primera compo-
nent no es podra interpretar com un factor de grandaria, ja que correla-
ciona negativament amb algunes formes. (Tinguem en compte que en
I’exemple es representen els inventaris i no les formes.)

Es important observar, també, que I’analisi de correspondéncies, donat
el pes que es déna a cada caracter (o a cada quantitat), tendeix a desta-
car les poblacions que tenen una preséncia més singular.

Hi ha una altra manera de representar poblacions, fent una inter-
pretacio factorial de I'analisi de components principals. Suposem, per
exemple, que tenim n espécies Ei, ..., En i prenem com a dades el nom-

9
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bre d’individus per espécie trobats en N mostres. Sigui R la matriu de
correlacions entre les espécies i sigui

R=T D T'=A - A’ A= D2
(T =matriu ortogonal amb els vectors propis, D=matriu diagonal amb

els valors propis) una descomposicié factorial de R. La matriu factorial
A =(ay)

Cl Cs .ee Cn
Ex au an am
Es an an am
En anl  Qans ann

doéna les saturacions entre les espécies (Ei) i les components principals
(Ci). La saturacié ai; coincideix amb la correlacié entre Ei i Ci. Aleshores
es representen les poblacions agafant, com a coordenades de cada espécie,
les fileres de A

Ei: (an, as, ..., ain) i=1, .., n
Estudiem ara la distancia’ entre espécies:
n n n
& (E,E)= X (aa—anf= X am+ X a'm—2 I amap
h=1 h=1 j=1 h=1

segons el teorema de THURSTONE, la correlacié entre Ei, E; és

n
yy= X an an
h=1
i per tant,
d* (E, E) = 2 (1 — yu)

que coincideix amb la distincia de GOwER construida a partir d'un coe-
ficient d’associaci6. Podem afirmar: l'anilisi de components principals
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que representan les espécies que utilitzen la matriu factorial, déna les ma-
teixes distancies que 1’analisi de coordenades principals.

Perd, si bé les representacions amb totes les dimensions coincideixen
en els dos métodes, les representacions amb dimensié reduida no donen
el mateix resultat. Per exemple, sigui la matriu de correlacions

1 0.9 0
R = 0.9 1 o
o o 1

Els resultats, aplicant components principals i coordenades principals
sén, respectivament,

0,975 o 0,22 1,18 0,31
A = | o975 o — o022 Y = 1,18 — 0,31
o 1 o — 2,36 o
22 Component

F1G. 4. — Representacié de tres espécies per ana-
lisi de components sobre la matriu de correlacions — 18 Component
2

Y2

ol F1G. 5. — Representacié de les mateixes
3 espécies per andlisis de coordenades prin-
cipals

e2

Les figures 4 i 5 sén les corresponents representacions en dimensié 2.
De la Fig. 4 podem concloure que les espécies 1 i 2 estan molt 1li-
gades a la primera component i, per tant, molt relacionades entre si;
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P’espécie g defineix integrament la segona component. De la Fig. 5 po-
dem concloure que les espécies 1 i 2 sén molt proximes entre si, perd
allunyades de l'espécie 3. La Fig. 6 relaciona aquestes dues representa-
cions.

32 Component

12 Component

F1c. 6. — Relacié entre I’anilisis de compo-
nents (Fig. 4) i I'andlisi de coordenades
22 Component (Fig. 5). La representacié en el pla dibuixat
es correspon amb la fig. 5

L’analisi de components tendira a agrupar en direccié a un eix les
variables fortament correlacionades amb una component, i en direccié
oposada les variables amb correlacié negativa. Unes variables poc corre-
lacionades amb unes altres (3 respecte a 1 i 2, per exemple) quedaran
representades ortogonalment. Com que la distancia esta basada en la cor-
relacié, no influeix la grandaria (nombre d’individus) de l'espécie. Aques-
ta representacié s’ha de interpretar segons els criteris de I'analisi factorial,
que agrupen les variables (espécies) segons la seva relacié amb uns deter-
minats factors (per exemple: conjunts d’aigua definits per llur salinitat,
temperatura, etc., en el cas de fitoplancton), de la mateixa manera que
les manifestacions de la personalitat es relacionen amb factors (neuroti-
cisme, estabilitat, introversid, extroversié), fent un simil amb la Psicologia.

Encara que la distancia global és la mateixa, I’analisi de coordenades
representa distancies amb maxima resolucié en dimensié reduida, en
comptes de representar direccions. Les distancies oscilaran entre O (cor-
relacié 1) 2 (correlacié O), 4 (correlaci6 -1). Si el criteri d’aquesta analisi
¢s maximitzar la suma de quadrats de les distancies, el criteri de 1’ana-
lisi de components és maximitzar la varidncia explicada per cada com-
ponent. Les representacions en dimensié reduida seran, en general, sem-
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blants. De fet, I'analisi de coordenades principals ens aporta novetat
metodoldgica quan la comparaci6 entre espécies la fem sobre una matriu
de similaritats calculada sobre variables dicotdmiques, ja que una analisi
de components sobre aquesta matriu (que no és de correlacions) seria
poc adequada.

Com a aplicacié d’aquesta versi6 de l'analisi de components, vegeu
EsTrADA (1975).

Estudiem ara la representacié de dades de preséncia i d’abséncia de
caricters. Com hem vist a la seccié 4, I’andlisi de coordenades principals
ens permet representar objectes en referéncia a una distancia deduida
d’'un coeficient de similaritat. Si codifiquem les dades en o (abséncia),
en 1 (preséncia), la distancia? euclidia és

dy =b + ¢

Si escollim el coeficient de similaritat de SokAL i MICHENER, la dis-
tancia’ deduida d’aquest coeficient és

a+d 2
dii=2 (1 ———)=—— (b+ 0
n n

Tenim, en conseqiiéncia, que 'analisi de components principals amb
variables dicotdmiques és equivalent a una anilisi de coordenades prin-
cipals utilitzant el coeficient de SokaL i MICHENER, llevat de la constant
2/n, que no l'afecta, perque tota representacié de distiancies és relativa.

L’analisi de correspondéncies déna també el mateix resultat si cada
caracter es presenta el mateix nombre ¢t de vegades, perque és facil veure
que la distancia xi-quadrat és

& G j) = —— (b+ 0

tn?

Quan el nombre de preséncies del caracter és variable, hi ha un fac-
tor de ponderacié6 que, com ja hem esmentat, tendeix a destacar els
objectes que tenen unes caracteristiques que la majoria no tenen. Ales-
hores surten en llocs extrems de la grafica.

Per concloure aquesta seccié, tornem a repetir que el resultat de la
representacié grafica depén de la distancia que definim, si bé és possi-
ble, en alguns casos, obtenir resultats semblants o adhuc idéntics. Vegeu
amb profit ’esmentat treball metodologic de CHARDY, GLEMAREC i LAUREC
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(1976) per ampliar aquesta comparaci6é dels tres meétodes de representacié
de dades en Biologia.

TAXONOMIA NUMERICA

Donar una classificacié ordenada dels fendmens naturals és una de
les tasques fonamentals de la ciéncia. Només fent una bona classificacié
és possible establir relacions entre la gran varietat de resultats de 1'ob-
servacié cientifica.

Tots els bidlegs coneixen molt bé el sistema de classificacié sistema-
tica de C. LINNEUs. En aquest sistema cada ser vivent té assignat un nom
llati amb el génere i 'espécie.

El sistema taxonomic de Linneus es pot descriure com una jerarquia
organitzada a nivells, on les classes disjuntes a cada nivell constitueixen
les anomenades taxes. A un nivell donat, les taxes constitueixen les ca-
tegories. Aixi es parla de les categories «espécies», «géneres», «families»,
«ordres», «classes», etc. La categoria génere, per exemple, té diverses ta-
xes: els géneres corresponents a una famflia donada.

La taxonomia numérica és un intent de construir classificacions na-
turals sobre la base de la semblanca fenotipica entre els individus. Aques-
ta semblanga fenotipica es mesura agafant un conjunt de caricters signi-
ficatius i calculant una matriu de similaritats S, per algun dels procedi-
ments explicats a la seccié anterior. Perd en taxonomia numeérica és
preferible treballar amb dissimilaritats. Una dissimilaritat és una distin-
cia que en general no verifica la propietat triangular. S’obté una dis-
similaritat només posant

dy=1—sy

Perd hi ha també altres maneres de definir dissimilaritats.

La dissimilaritat mesura les diferéncies fenotipiques entre dos indi-
vidus o dues classes. Doncs bé, conegudes les dissimilaritats entre %k in-
dividus, el resultat final d’'una taxonomia numérica és una jerarquia
indexada o dendrograma, que ¢s una representacié grafica de la classifi-
cacié.

Els termes familia, génere, espécie, etc.,, tenen aleshores un significat
més precis, ja que es parla de d-taxes o classes amb distancia fenética. Per
exemple, la similitud entre les espécies 2 i 3§ (d=o0,3) és més gran que
entre les espécies 4 i 5 (d=o0,5). A partir de d=0,6 es parla de géneres
i a partir de d=0,8 es parla de families. Hi ha dues families (1,2,3)+ (4.5)
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i tres géneres (1)+ (2,3)+ (45). La distancia fenética entre el genere (1)
i el gtnere (2,3) és 0,8, etc. La distincia fenética d és I'index de la jerar-
quia, com ara explicarem.

-1

-09

08  Families

~05  Géneres

-0

1 2 3 4 5 Especies

F1c. 7. — Exemple hipotétic de dendrograma; d=distincia fenética

Passem ara a donar els conceptes generals. Sigui E = (1, 2, ..., k) un
conjunt d'objectes (individus, espécies, etc.). Es diu que H, conjunt de
parts de E, és una jerarquia, si:

1) Pertoth, "c Hobé hCh,oh"Choha h=9
2) Tot h és reuni6 dels h’ inclosos en h
g3) {iteHpertotie¢E; Ec H

Els elements de H s’anomenen classes.
Per exemple:

H = { {1t {2}, {3t 14}, {5t {23} {45t {123}, {1,2.3.45} }

és una jerarquia sobre E = {1,2,3,4,5}, representada en la fig. 7.
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Una jerarquia H es diu que és indexada si existeix una aplicacié d:
H — R+ verificant

d({it) =o per toti ¢ E
h Ch’ implica d (h) < d (h’)

essent la inclusié estricta.

Per exemple d (12,31) = 0,3, d ({45}) = 0,5, d ({11,2,3,}) = 08, etc,
és un index sobre H que coincideix amb l'’esmentada distancia fenética.

La representaci6 d’una jerarquia indexada és el dendrograma, que
permet establir una classificaci6 jerarquica entre els objectes de E.

Per trobar una tal jerarquia cal construir sobre E un tipus especial
de dissimilaritat anomenada ultramétrica. Una ultrameétrica verifica el
segiient axioma

u (i,j)=sup {u (i,t), u (Gt)t per tot i,j,t ¢ E

Es demostra ficilment que aquest axioma és equivalent al fet que tot
triangle (conjunt format per tres objectes) és isosceles, i la base és el
costat més petit.

Doncs, bé, coneguda una ultramétrica u, es pot construir una jerar-
quia indexada i reciprocament. La jerarquia H donat u, s’obté per un
algorisme que va ajuntant els objectes més proxims per la dissimilaritat
u. Reciprocament, es construeix u a partir d’'una jerarquia indexada
posant

u (i, ) = d

si h és la classe més petita que conté i,j. Per exemple, de la fig. 3 tin-
driem: u (2,3) = 0.3, u (1,3) = 0.8, u (1.2) = 0,8. Fixem-nos que {1,2,3}
és un triangle isdsceles amb base {2,3}.

Aix{ doncs, podrem construir una classificacié jerarquica si tenim
una dissimilaritat ultrameétrica definida sobre E. Aquest seria l'ideal del
taxonomista. Perd, per desgriacia, només trindrem, en general, una ma-
triu de dissimilaritats A = (3u) on 3u (que moltes vegades es calcula a
partir d’una similaritat su) que no és pas una ultrameétrica. Un algorisme de
classificaci6é consisteix en obtenir una distancia ultramétrica partint d’'una
dissimilaritat 3y. Aleshores la distancia ultramétrica es representa mit-
jancant un dendrograma.
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g ... gk R un .. Uik
A= Algorisme U = <—> Dendrograma
.—————%
o1 ... Jkk Ukl ... Ukk
Matriu dissimilaritats Matriu ultrameétrica

Cal que la ultramérica no deformi gaire la dissimilaritat inicial. Ve-
gem alguns d’aquests algorismes.

Jounson (1967) proposa obtenir la més gran de totes les ultrameétri-
ques inferiors a

um (i,j) = suplu (i,j) / u (i,j) = ut

uiM és la ultrametrica inferior maxima. Equival a deformar tot triangle
(i,j,t) prenent com a base el costat més petit i com a longitud dels costats
iguals (tot triangle és isosceles) la del segiient costat més petit. La ultra-
métrica wiM és tnica i és sistematicament inferior a2 3. Com algorisme de
classificacié, havia estat introduit per Sneath I'any 1957.

JoHNsoN (1967) proposa també la més petita de totes les ultramétri-
ques superiors a 3 '

usm (Lj) = inf {u (i) / u @j) > sut

usm és una ultrameétrica superior minima i n’hi poden haver diverses.
Aquesta ultramétrica és sistematicament superior a 3. El corresponent
algorisme de classificaci6 havia estat introduit per SORENSEN I’any
1948.

Les dos ultramétriques de JoHNsoN son inferiors i superiors respectiva-
ment a la dissimilaritat inicial. Altres autors han proposat ultramétri-
ques que siguin un terme mitjd entre aquestes dues. Vegeu ROHLF
(1970)-

El UPGMA (Unweighted pair group method using method averages)
de SorAL i SNEATH (1963) ¢és un dels més utilitzats.

La taxonomia numerica es va desenvolupar a partir del 1957 amb la
publicacié de diversos articles, en defensa d’aquest métode, escrits pel
microbioleg britanic P. H. SNEATH i els entomolegs americans C. D. Mi-
cHENER i R. K. SokaL. Pero, sobretot, es va desenvolupar després de 1'o-
bra Principles of Numerical Taxonomy, publicada 'any 1963, escrita per
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SOKAL i SNEATH, on s’exposa l'estudi teoric de la classificacid, incloent les
seves bases, principis, procediments, i regles.

Exemple: Continuant I’exemple de la seccié 4, E. CANTON i J. SANCHO
(1976) realitzen també una taxonomia numérica de les 59 soques del génere
Pseudomonas. El coeficient de similaritat de Jaccard el transformen en dis-
similaritat posant

3 = 100 (1 — su)

Aquesta dissimilaritat oscila entre o (soques fenotfpicament ideénti-
ques) i 100 (soques completament oposades). El resultat d’aplicar el algo-
risme UPGMA a la matriu de dissimilaritats és el dendrograma de la
fig. 8. Els autors comenten aleshores, els diferents grups trobats. (En rea-
litat els autors treballen amb I'index 100.s4, que és complementari de 3u;
el resultat és idéntic en interpretacid.)

Per estudiar el grau de distorsi6 de la distancia ultramérica respecte
la dissimilaritat inicial, es correlacionen els k (k-1)/2 parells de distincies
(34, uy). El coeficient de correlacié obtingut s’anomena correlaci6 cofe-
netica. Els autors troben una correlacié cofenética de 0.96. E1 dendograma
interpreta molt bé les dissimilaritats inicials.

ANALISI DE PROXIMITATS

Donats % objectes (individus, espécies, estimuls) i coneguda una de-
terminada informaci6 A sobre les diferéncies entre els objectes, 1’analisi
de proximitats («multidimensional scaling» en anglés) és una técnica que
obté una configuracié euclidia, formada per £ punts Py, ..., Px, de ma-
nera que les seves distancies euclidies concordin amb la informacié A.

Aquesta informaci6 pot venir donada de diferents maneres: ordena-
ci6 entre les distancies dels objectes, matriu de dissimilaritats o distan-
cies no euclidies, distancies afectades d’errors aleatoris o d’aproximacié
numeérica, etc.

SHEPARD (1962 a,b) va formular la segiient conjectura: Coneguda no-
més I'ordenacié entre les distiancies dels objectes

d (@, i) =d(is ) = ... =d (i, im) (m = k (k1)/2)

existeix una configuracié euclidia tal que les seves distincies verifiquen
aproximadament aquesta ordenacié.

SHEPARD no va donar una prova rigorosa de la seva conjectura, perd
la va iHustrar amb nombrosos exemples i va formular un algorisme nu-
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meéric que trobava aquesta configuracié. Altres autors varen afirmar i
desenvolupar la idea de SHEPARD, proposant meétodes de construccié
(KruskAL, GUTTMAN, LINGOES, YOUNG, BENCECRI, CARROLL, etc.).

Vegem-ne tres exemples. Siguin quatre objectes A,B,C,D, tals que les
ordenacions entre les seves distancies desconegudes siguin (poden haver-hi
ranges iguals):

A B C D A B C D A B C D

A o 1 2 3 A o 1 1 1 A o 1 1 1

B o 2 B o 1 1 B o 1 1

C o 1 C o o C o 1

D o D o D o
() (2) (8)

Aleshores estarien representades per configuracions cuclidies en 1,
2 i g dimensions respectivament.

L’interés del métode de SHEPARD és trobar una configuracié en un es-
pai de dimensi6 reduida que reprodueixi aproximadament l’ordenaci6
inicial. Aleshores podrem representar els & objectes graficament, conser-
vant les relacions de proximitat.

El sol coneixement de I'ordenaci6 és el cas d’informacié més pobra.
Normalment es coneix una matriu de distancies no euclidies o dissimila-
ritats A = (3u). El resultat final d’'una anilisi de proximitats és una
matriu de dades Y,

12 d
1 yroye v
B R IR
]; )’kl ykz Ykd

que defineix k punts de R? tals que les seves distancies®

d
d (P, Py=di= X (y — yin)?

=1
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siguin semblants a les dissimilaritats Si;. La matriu Y es pot calcular tro-
bant primer la matriu S=(s) essent

1
sif = — —— (3%)
2

i diagonalitzant a continuacié la matriu T, pel procediment explicat en
I'analisi de coordenades principals (vegeu GOWER, 1966). Perd la matriu

D
A B ‘C
A B C D (2) A
3 B
¢

(1)

-
-+
-+

¥1G. 9. — Representacié metrica en 1, 2 i g dimensions de 4 objectes, coneguts
només els rangs (1), (2) i (3) entre les seves proximitats

T pot tenir valors propis negatius i obtenir, doncs, una configuracié poc
concordant amb A = (3u).

El metode de KRuskaL (1964) amplia el métode de SHEPARD i déna
solucions a aquest problema. Consisteix a construir una nova dissimi-
laritat, anomenada disparitat, que sigui una funcidé monotona creixent
de 3u, és a dir,

dis = f (3u) 3 = 3y, > diy = difY

Aquesta transformacié de 3i conserva l'ordenaci6 inicial. Utilitzant
di es troba una matriu de dades Y (pel procediment indicat) que déna
unes distancies euclidies diz. Com a mesura d’ajust entre di i du, Krus-
'kal defineix la quantitat

b (dii—dij )2 A

i<j

Z.d%

i<j
anomenada stress. Verifica 0 = S =< 1, perd es déna en forma de per-
centatge. KRuskaAL desenvolupa un meétode adient per trobar di, Y
i dy de manera que quedi minimitzat el stress. Considera que la repre-
sentacié és bona si no supera el 5'%,.
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Agafant les coordenades que conté Y, tindrem una representacié dels
objectes que conserva aproximadament les relacions de proximitat ini-
cials, malgrat que la distancia euclidia sigui una deformacié de la dis-
similaritat inicial.

El stress disminueix a mida que augmenta la dimensié d. Cal agafar
d que doni un stress acceptable. Cal també calcular el coeficient de cor-
relacié ordinal de KENpALL entre les distancies euclidies i les dissimilari-
tats originals, per mesurar el grau de concordancia entre I'ordenacié ini-
cial i l'ordenacié entre les distancies dels punts representats.

Exemple: PrREvOsTI (1974) proposa una distancia genética basada en les
diferéncies d’ordenacions cromosomiques. La distancia entre dues pobla-
cions és

T Sj

> z 2

i=1 h=1 ib

1

D (1,2) = - P,

2r

on r és el nombre de diferents cromosomes, s; és el nombre de diferents
ordenacions en el cromosoma j (ordenacions dels seus gens), pun i pam
son les freqii¢ncies de I'ordenacié h del cromosoma j en les poblacions
1 i 2 respectivament. Aquesta distancia verifica 0 <D (1,2) < 1. Els seus
avantatges com a distincia genética han estat discutits per I'autor.

Perd aquesta distancia no prové d’un producte escalar. Una configu-
raci6 euclidia entre poblacions, que reprodueixi les distancies originals,
es pot obtenir per analisi de proximitats.

Per a iHustrar-ho, farem servir part de les dades del treball de PRE-
vosTi, OcANA i ALONSO (1975), que aplica aquesta distancia per estudiar
el polimorfisme cromosdmic de Drosophila subobscura. Les distancies
genétiques entre k = 6 poblacions del nord i centre d’Europa sén:

1 2 3 4 5 5
Drobak  Dalkeith  Groningen Fontainebleau  Viena Ziirich
1 o 0,307 0,152 0,271 0,260 0,235
2 o 0,276 0,225 0,370 0,300
3 o 0,150 0,187 0,112
4 o 0,195 0,120
5 o 0,128
6 o
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Realitzant una analisi de proximitats amb dimensié d=2, per un algo-
risme iteratiu desenvolupat per CuADRAS (1979), s'obté que la funci6 mo-
nodtona creixent

f (3y) = du = 1.062 3 — 0.04 (5“’= D(i.j))

déna un stress del 4,4 9%. La fig. 10 és una representacié de la configu-
raci6é euclidia obtinguda.

0.3+
DROBAK
L]
FiG. 10. — Representacié en 77
dues dimensions de 6 pobla-

cions de Drosophila subobscu-
ra per anilisi de proximitats,

GRONINGEN
[ )

DALKEITH
amb un «stress» del 4,4 9,. Les 0.1 .

distincies representades es di- TR iENa

ferencien molt poc de la dis- FONTAINEBLEAU

tancia genética inicial. Com- L
pareu amb la fig. 3

i T 1 A
0.1 02 03 04 v

L’evolucié dels stress en diferents dimensions va ésser:

Dimensio: 1 2 3 4 5
Stress: 40,0 4,4 1,29 0,24 o

El coeficient de correlacié ordinal de KENDALL entre les distancies dels
punts de la fig. 2 i les distancies originals va donar 0,9929. Les ordena-
cions entre ambdds conjunts de distancies practicament coincideixen.

Cal observar que la matriu T calculada pels 6 punts no tenia cap
valor propi negatiu. Aixd vol dir que existeix una configuracié euclidia
que reprodueix exactament les distancies originals. Aquesta configuracié
que té dimensié 5, es pot obtenir per analisi de coordenades principals,
amb resultats similars als obtinguts. La utilitat de 1'analisi de proximitats
es fa patent quan agafem moltes poblacions. Aleshores es presenta una
influéncia notable dels valors propis negatius, i no existeix cap configu-
jacié euclidia, a menys que deformem monotonicament les distancies

jricials.
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ANALISI CANONICA DE POBLACIONS

Malgrat que la distancia D de Mahalanobis és la més perfecta per
a representar dades, encara no I'hem utilitzada. El problema que signifi-
ca utilitzar D resideix en el fet que, generalment, no es coneix la matriu de
covariancies C entre les variables. Si poguéssim con¢ixer C amb indepen-
déncia de la matriu de covariancies de la taula de dades X, podriem re-
presentar els k individus aplicant la distincia D, amb resultats més es-
caients que I'analisi de components principals, la qual utilitza la distancia
euclidia ordinaria.

En l'andlisi canonica de poblacions és possible fer-ho. Suposem que
cada espécie (o raga, o grup, etc.), esta representat per més d'un individu,
i que la taula de dades és (k poblacions i p variables)

Variables
X1 X2 Xp
Poblacié 1 Xm X2, Xi1p1
...... nl
Xl1in Xli2n - Xipn
1
Xk11 Xk ... Xkp1
Poblacié kx | - - - Nk
Xkin Xk2n ‘e Xkpn
k k k

on n: és el nombre d’individus de la poblacié t. Prenem com a represen-
tant de la poblacié t I'individu mitja de coordenades

Me: Xu, X, ..., Xw) t=1,2 ..,k

on xu és la mitjana de la variable ri dins de la poblaci6 t. Aleshores po-
dem estimar la matriu de covariincies calculant

1 k k

C = ——— I mS (N= 3 m
N—k t=1 t=1
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on S és la matriu de covariancies dins Ia poblacio t,

1 — —~
St = (su) essent sij = 3 (xuih— Xtt) (Xtih — Xtg)
ne

La distancia de Mahalanobis entre les poblacions i, j és
D? (1,j) = Mi—M;) * G (Mi— M)

El problema a resoldre és trobar una configuracié euclidia de & punts,
deduida d’una taula de dades Y,

Eixos canonics

1 .. m
Poblacié 1 y1 ... Ymm
Poblacié k | Yy ... Yem

de manera que la distancia euclidia coincideixi amb D

n
Z (ym—yw) = D* (i)

h=1

S’anomenen eixos canodnics els utilitzats per a representar les &k po-
blacions. La dimensi6 maxima és m=min (k-1, p).

Per trobar la taula de coordenades candniques Y, cal obtenir la ma-
triu B=(bu) essent

1

_k . (;En- —_ ;\) . (;11- —_ AM)

by =

g =

1

la «covariincia» entre les variables Xi, Xi, agafant només les k mitjanes.
Aleshores es busquen els m vectors propis de B respecte de C resolent 'e-
quacié matricial

BVi=xCW (s = valor propi de B respecte de C)

10
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Si V és la matriu dels vectors propis, aleshores
Y = MV

essent M la matriu que conté les k£ mitjanes per les p variables.
Finalment, prenent les d primeres coordenades, tindrem una represen-
tacié en maxima dispersié en dimensié d. Es verifica

k d
> Y (ym—ymf =2k 0+ ...+ M)
1

ii=1 h=

L’analisi canonica ha d’anar acompanyada d’un test multivariant de
comparacié de mitjanes i d’un test d’homogeneitat entre les & matrius
de covariancies de les poblacions. Perqué I'analisi tingui sentit, cal que el
primer test sigui significatiu i el segon, en canvi, no ho sigui. Vegeu
Cuabras (1979).

Com que les mitjanes de les poblacions tenen fluctuacions degudes al
mostratge, cal trobar una regié confidencial per la representacié cano-
nica de cada individu mitja Mi. La regié confidencial és un cercle (d=2)
o una esfera (d=3), de radi

Rqa (N—K)
essent R = Fg —————
v m (N-k-p+1)

Fa és el valor de la F de SNEvECcOR tal que P (F>Fq) = 4 amb p i
(N—k—p+1) graus de llibertat. Aleshores el coeficient de confianca és
1 — o. Generalment es pren 1 — z = 0,9, 0 sigui, ¢ = 0,1.

Exemple: PETITPIERRE i CUADRAs (1977) fan una classificaci6 sistematica
de g2 poblacions (trobades en localitats geografiques diferents) de co-
ledpters del génere Timarcha. Per diferenciar els individus mascles, es
prenen 5 mesures biometriques del pretdrax i dels elitres, i 3 mesures
del didmetre dels tarses de I, II i III parells de potes. Per les femelles es
prenen només les primeres mesures.

La fig. 11 és una representacié canodnica de g2 poblacions de mascles.
la fig. 12 és una representaci6 de 29 poblacions de femelles (no es dispo-
sava de femelles per a tres de les poblacions). Hi havia uns quaranta
exemplars per poblacié.

Les distancies representades en dimensié 2 s6n projeccié de les dis-
tancies de Mahalanobis amb dimensi6 m=8. Observant les dues grafi-
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ques, es pot veure que les poblacions 11, 20...32 es distingeixen com
espécies diferenciades. En canvi les poblacions 1, 2, 10, 15,... formen un

conglomerat que les fa interpretar com a races geografiques d’'una mateixa
espécie.
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L’analisi candnica, en representar les espécies (o races, inventaris, etc.),
amb referéncia a la distincia de Mahalanobis, invariable per canvis d’es-
cala i que té en compte les correlacions entre les variables, és la forma
més objectiva i correcta de representar dades. Perd, perqué¢ es pugui
aplicar, cal que tinguem una mostra d’individus representants de cada
espécie.

ANALISI CANONICA GENERALITZADA

Podem mirar l'analisi canonica de poblacions com una representacié
grafica dels nivells d’un disseny d'un sol factor. Quan les nostres dades
depenguin de dos o més factors, haurem de realitzar tantes analisis cano-
niques dels nivells d’'un factor determinat com nivells tenen els altres
factors. En I'exemple de la seccié anterior, hi ha dos factors: sexe i po-
blaci6, amb 2 i 29 nivells (ignorem ara les tres poblacions de mascles
on no hi ha les corresponents femelles). Aleshores hem fet dues repre-
sentacions canoniques: una per els mascles i I'altra per a les femelles. Pero
aixd ens condueix a algunes contradiccions. Per exemple, les poblacions
31 i 32 coincideixen en els mascles, perd queden diferenciades en les
femelles. Seria absurd distingir com a espécies diferents les femelles i com
especies iguals els mascles. Com es pot resoldre aixo?

Interpretem-ho com un problema d’analisi de la variancia. La varia-
bilitat total d’'un disseny es descomposa en la variabilitat deguda als
nivells de cada factor, la deguda a les interaccions i la variabilitat resi-
dual. Quan intervenen p>1 variables observades, aleshores hi ha una
matriu de covariancies total que es descomposa analogament amb suma
de diverses matrius de covariancies. Aleshores, si busquem els vectors
propis de la matriu de covariancies que déna la covariabilitat dels ni-
vells d'un factor, respecte a la matriu de covariancies residual (que és

Fi6. 13. — Representacié canonica
mM f\F de mascles i femelles. Es pot inter-
L L7 B B . N L B B pretar com una estimaci6 del grau

de dimorfisme sexual

la que dona una estimacié de la matriu de covariancies C entre les
variables), tindrem, per analogia amb I'anilisi canonica de poblacions,
una forma de representar els nivells d’'un factor, eliminant la variabi-
litat deguda als altres factors i les interaccions. Adhuc podrem repre-
sentar també els altres factors.



METODES DE REPRESENTACIO DE DADES 129

30
41 2 :27
31
a O ©)
25
© y
26 21
. © s
24+ (D)
| 22
224
23
- D
s -1 30
o 19
2”1 B P
X 1
(7] -
18 29@
1 ©
16
3
14- 13 2-
- B
12 T T I 1 1 T 1 1 1 T || T 1
7 9 1" 13 15 17 19
SPEC eix candhic 2

C. CONF. = 90°

FiG. 14. — Representacié canonica de 29 poblacions de co-

leopters del génere Timarcha. Es una representaci6 conjun-

ta de mascles i femelles que elimina la covariabilitat deguda

al dimorfisme sexual i a la interaccié i resumeix en una

sola les representacions fetes independentment per a mas-
cles (Fig. 11) i femelles (Fig. 12)

El desenvolupament matematic d’aquesta generalitzacié forma part
de la teoria multivariant de funcions paramétriques estimables, i és mas-
sa complicat per poder-ho resumir aqui. Vegeu CUADRAS (1974).

Com una aplicacié, vegem el resultat de representar les 2 x 29 po-
blacions de mascles i femelles del génere Timarcha. El primer factor,
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o factor sexe, t¢ 2 nivells. La fig. 13 és una representacié canonica (uni-
dimensional naturalment) dels mascles i de les femelles.

Aquesta figura es pot interpretar com una representacié grafica del
grau de dimorfisme sexual. Les femelles serien, en general, més grans
que els mascles, mentre que l’eix seria una dimensi6 de grandaria.

La fig. 14 és una representacié canonica dels 29 nivells dels segons
factors, o sigui, de les 29 poblacions, havent eliminat la variabilitat de-
guda al sexe i a la interacci6. Tenim aixi una representacié tunica i
objectiva de les 29 races geografiques o especies. Aixi, les poblacions g1
i g2 deuen ésser considerades definitivament diferents.

Cal dir, també, que les distancies representades sén projeccié6 d’una
distancia que és generalitzacié de la distancia de Mahalanobis. T¢, doncs,
les propietats esmentades d’invariabilitat per canvis d’escala en la mesura
de les variables biométriques, etc.

Altres aplicacions de l'anilisi canonica generalitzada a la Biologia,
i també a la Psicologia i a la Medicina, es poden veure a Cuapras, PE-
TITPIERRE i CoLL (1977%).
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DISCUSSIO

FLé6s

Moltes vegades, quan es mesurén unes variables, no es té encara cap
model fet. A4 posteriori se n'adopta un, perd existeix una interaccié con-
tinua que porta a replantejarlo sobre la marxa.

J- WAGENSBERG

El problema és abans de l'estadistica i després de la biologia. Consis-
teix en filtrar les dades en funcié del model que es busca. S’han d’eliminar
interaccions a fi que apareixin factors simples.

FLé6s

Aixd pot ser molt dificil a la realitat. Pensem, per exemple, en el fito-
plancton. Tenim el moviment de I'aigua, 'absorcié de nutrients, etc. Un
model es complica de seguida. Molts parametres fisioldgics no es coneixen
i cal fer suposicions.
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J. WAGENSBERG

Qualsevol fenomen té un grau de determinisme. Depén del nivell que
es consideri.
VALLESPINOS

No cal ser nihilista. Sovint, el que es busca es només un model que
doni resultats orientatius.

ALONSO

Dec fet, el model es tria quan es fa I'experiéncia. Per qué no plantejar
d’entrada el problema a un matematic?

MARGALEF

El nombre de dades no és mai prou important per a estimar les varia-
bles que entren en el model. El mostratge es pot simplificar, pero el sentit
biologic dels factors és sempre molt complicat. La tria dels parametres
que es volen mesurar es fa en general per intuicié.

EsTrRADA

D’altra banda, moltes vegades es mesuren parametres sense una ade-
quada dimensié temporal. Per exemple, una mesura de la concentracié de
nutrients associada a una densitat de poblaci6 de plancton en un moment
determinat, té poc valor per s{ mateixa. Es com un fossil al qual cal buscar
un context historic.

ESCARRE

Es bo que les dades siguin cada vegada de tipus diferent. Aixi s’esta-
bleix un dialeg que obliga el matematic a espabilar-se.
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CuADRAS

El matematic utilitza models que pugui elaborar. En FisHER, per exem-
ple, havia d’imaginar quadrats llatins.
J. WAGENSBERG

No es pot admetre un model diferent cada vegada.

MARGALEF

El bioleg tendeix a uniformitzar la variabilitat. On ¢és més alta pren
més mostres. En oceanografia, per exemple, els punts de mostratge sén més
proxims en sentit perpendicular a la costa. Falta una discussi6 critica de
com una teoria basada en la uniformitat pot servir de guia quan es ten-
deix a uniformitzar la variacid.



